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LES APPLICATIONS CONFORME–HARMONIQUES
VINCENT BE´RARD
Re´sume´. Sur une surface de Riemann, l’e´nergie d’une application a` valeurs
dans une varie´te´ riemannienne est une fonctionnelle invariante conforme, ses
points critiques sont les applications harmoniques. Nous proposons ici un ana-
logue en dimension supe´rieure, en construisant une fonctionnelle invariante
conforme pour les applications entre deux varie´te´s riemanniennes, dont la
varie´te´ de de´part est de dimension n paire. Ses points critiques satisfont une
EDP elliptique d’ordre n non–line´aire qui est covariante conforme par rapport
a` la varie´te´ de de´part, on les appelle les applications conforme–harmoniques.
Dans le cas des fonctions, on retrouve l’ope´rateur GJMS, dont le terme princi-
pal est une puissance n/2 du laplacien. Quand n est impaire, les meˆmes ide´es
permettent de montrer que le terme constant dans le de´veloppement asymp-
totique de l’e´nergie d’une application asymptotiquement harmonique sur une
varie´te´ AHE est inde´pendant du choix du repre´sentant de l’infini conforme.
1. Introduction
Soient (M, g) et (N, h) deux varie´te´s riemanniennes de dimension n et m, dans
toute la suite, on conside´rera que ces varie´te´s sont compactes et de classe C∞. On
appelle e´nergie des applications de (M, g) dans (N, h), la fonctionnelle Eg de´finie
de la manie`re suivante :
Eg(ϕ) =
1
2
∫
M
|Tϕ|2g,h dvolg,
ou` Tϕ de´signe l’application tangente de ϕ, qui est une section du fibre´ des 1–
formes a` valeurs dans les champs de vecteurs de TN tire´s–en–arrie`re par ϕ, qu’on
note Ω1(M) ⊗ ϕ∗TN . Les applications harmoniques de (M, g) dans (N, h) sont
de´finies comme les points critiques de l’e´nergie et un re´sultat classique les caracte´rise
comme e´tant les solutions de l’e´quation δgTϕ = 0, ou` δg de´signe la divergence du
fibre´ Ω1(M) ⊗ ϕ∗TN construit canoniquement avec les connexions de Levi–Civita
de g et h (celle de h e´tant tire´e–en–arrie`re par ϕ). Dans le cas des applications
d’une surface a` valeurs dans une varie´te´ riemannienne quelconque, il est connu que
l’e´nergie ne de´pend que de la classe conforme de la me´trique de de´part (et bien sur
de l’application et de la me´trique d’arrive´e), c’est–a`–dire que pour deux me´triques
conformes g et g := e2ωg sur une varie´te´ de dimension 2, on a :
Eg(ϕ) = Eg(ϕ) et δ
gTϕ = e−2ωδgTϕ.
Il faut remarquer que le laplacien est en ge´ne´ral un ope´rateur non–line´aire, ainsi
quand la varie´te´ M est une surface, eˆtre harmonique signifie que l’application en
question est solution d’une e´quation non–line´aire d’ordre 2 qui est covariante par
changement conforme de me´trique sur la surface. Par contre ce n’est plus le cas
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quand M est de dimension strictement supe´rieure a` 2, l’e´nergie n’est plus un inva-
riant conforme et on obtient alors [5, 1.159.i)] :
δgTϕ = e−2ω
(
δgTϕ− (n− 2)〈dω, Tϕ〉g
)
.
L’harmonicite´ n’est plus une proprie´te´ ge´ome´trique de la classe conforme de g, mais
bien de la me´trique g.
On peut trouver dans la litte´rature (voir [7], [20] et les re´fe´rences cite´es) une
ge´ne´ralisation des applications harmoniques qui est non–conforme, ce sont les ap-
plications biharmoniques, qui sont de´finies comme e´tant les points critiques de la
bie´nergie :
E2g (ϕ) :=
1
2
∫
M
|δgTϕ|2g dvolg.
Il s’agit d’une classe d’applications qui englobent les applications harmoniques et
qui permet, comme par exemple dans [19], de donner une nouvelle de´monstration
du the´ore`me d’Eells–Sampson sur l’existence d’applications harmoniques dans les
classes d’homotopie. On sait que les applications harmoniques n’existent pas tou-
jours (voir l’article [10] d’Eells et Wood) et un des principaux objectifs de cette
the´orie est de vouloir prouver l’existence d’applications biharmoniques dans ces cas
la`. On peut citer encore les travaux de Baird et de Kamissoko dans [3], qui utilisent
justement le fait que l’harmonicite´ ne soit pas une notion invariante conforme en
dimension supe´rieure a` 2, pour exhiber des applications biharmoniques qui ne sont
pas harmoniques. Nous nous poserons le meˆme type de question et nous obtiendrons
aussi un re´sultat d’existence pour notre nouvelle classe d’applications.
Le but de cet article est de de´finir une nouvelle notion d’harmonicite´ pour les
applications sur les varie´te´s de dimension paire qui soit invariante conforme, c’est–
a`–dire de´finir une fonctionnelle invariante conforme qui va jouer le roˆle de l’e´nergie
et de´terminer l’e´quation de ses points critiques qui va remplacer la condition non–
line´aire d’annulation du laplacien. Si on se restreint aux fonctions sur les varie´te´s
de dimension paire, Graham, Jenne, Mason et Sparling, ont de´montre´ en 1987 dans
[16], l’existence d’un ope´rateur diffe´rentiel covariant conforme de terme principal
∆n/2 sur les fonctions C∞ deM . En dimension 4, il s’agit de l’ope´rateur de Paneitz
P4 :
P4 := ∆
2 + δ(
2
3
Scal−2Ric) d.
Nous proposons de ge´ne´raliser l’e´quation du noyau de cet ope´rateur sur des fonc-
tions, en une e´quation aux de´rive´es partielles elliptique non–line´aire d’ordre n sur
les applications C∞ de (M, g) dans (N, h) qui soit covariante conforme par rapport
a` g. De plus, nous construisons une fonctionnelle invariante conforme par rapport
a` g, dont les points critiques sont exactement les solutions de cette EDP. Bien
que la de´monstration de l’existence de cette EDP suit les ide´es de Graham, Jenne,
Mason et Sparling en re´solvant un proble`me de Cauchy, la fonctionnelle s’obtient
en renormalisant l’e´nergie de la solution de ce proble`me a` bord, en suivant l’ide´e
de Graham dans [13] quand il de´finit son volume renormalise´. Nous obtenons le
the´ore`me suivant qui re´sume les the´ore`mes 3.1 et 4.1 :
The´ore`me 1.1. Soit (Mn, g) et (N, h) deux varie´te´s riemanniennes, on suppose
que n est pair, alors il existe une fonctionnelle sur les applications de classe C∞ de
(M, g) dans (N, h) qui est invariante conforme par rapport a` g. De plus, l’e´quation
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de ses points critiques est une e´quation aux de´rive´es partielles elliptique non–
line´aire d’ordre n, qui est covariante conforme elle aussi par rapport a` g.
Nous de´finissons les applications conforme–harmoniques de la manie`re suivante :
De´finition 1.2. On note Eng la fonctionnelle du the´ore`me pre´ce´dent et on appelle
ses points critiques, les applications conforme–harmoniques, qu’on abre`ge en parlant
d’applications C–harmoniques.
On conside`re la varie´te´ (Mn, g) comme e´tant l’infini conforme d’une varie´te´
(Xn+1, g+) particulie`re. Il s’agit d’une ge´ne´ralisation du mode`le du disque de Poin-
care´, ou` (M, g) joue le roˆle de la sphe`re Sn munie de sa me´trique canonique et
(X, g+) le roˆle de la boule unite´ de R
n+1 munie de la me´trique hyperbolique, ce qui
justifiera l’appellation me´trique de Poincare´ de (M, g) quand on parlera de (X, g+).
L’e´quation des points critiques est obtenue comme une obstruction a` re´soudre un
proble`me de Cauchy de´ge´ne´re´ sur (X, g+). On se donne une application ϕ de M
dans N , il s’agit de de´terminer une application ϕ˜ qui soit C∞ de X dans N qui
ve´rifie les syste`me suivant :{
ϕ˜ = ϕ sur M,
δg+T ϕ˜ = 0 sur X.
Sur les fonctions, Graham, Jenne, Mason et Sparling ont montre´ qu’il n’e´tait
pas toujours possible de re´soudre ce proble`me localement ; quand la varie´te´ de
de´part est de dimension paire, il existe un terme logarithmique non–trivial dans le
de´veloppement formel de la solution pre`s du bord qui obstrue la re´gularite´ de la
re´solution. Ce terme est alors de´fini comme l’ope´rateur GJMS d’ordre maximal en
ϕ qui ne de´pend que de la classe conforme de g et de la me´trique h. On va suivre
la meˆme ide´e pour les applications, en identifiant localement la varie´te´ d’arrive´e
avec son espace tangent, de manie`re a` calculer le de´veloppement asymptotique de
la compose´e de ϕ˜ avec l’exponentielle. Quand M est de dimension paire, il y a un
terme logarithmique qui apparaˆıt et qui ne de´pend que de l’application de de´part et
de la classe conforme de g (et de la me´trique h), notre EDP est simplement la condi-
tion sur ϕ que ce terme soit nul. Le de´veloppement asymptotique est entie`rement
de´termine´ jusque–la` par ϕ et des termes de courbures de nos deux varie´te´s (M, g)
et (N, h), ce qui est e´quivalent a` la donne´e de la valeur sur le bord des n premie`res
de´rive´es de la solution ϕ˜ par rapport a` la coordonne´e radiale. Cela nous permet
de calculer le de´veloppement asymptotique de l’e´nergie dans un ruban M × [ρ; ε]
quand ρ tend vers 0 qui admet un terme constant qui ne de´pend que de ϕ et de
la classe conforme de g (et de la me´trique h). On de´finit ce terme constant comme
e´tant l’image de ϕ par notre fonctionnelle et on montre ensuite, par une inte´gration
par parties, que le gradient de cette fonctionnelle est bien le terme logarithmique
pre´ce´dent.
Du the´ore`me pre´ce´dent, on obtient directement le re´sultat suivant de rigidite´
pour les applications harmoniques sur les boules de dimension impaire, qui se
ge´ne´ralise au cas des varie´te´s asymptotiquement hyperboliques de dimension im-
paire (voir corollaire 3.9).
Corollaire 1.3. On conside`re (B, ghyp) la boule unite´ ouverte de R
n+1 de dimen-
sion impaire munie de la me´trique hyperbolique, (S, [gcan]) son infini conforme et
(N, h) une varie´te´ riemannienne, alors les applications qui sont de classe Cn de B
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dans N et harmonique de (B, ghyp) dans (N, h), ve´rifient le fait que leurs restric-
tions a` S est C–harmonique de (S, [gcan]) dans (N, h).
En dimension 2, la fonctionnelle E2g est e´videmment l’e´nergie des applications de
(M2, g) dans (N, h) et les applications C–harmoniques sont exactement les appli-
cations harmoniques. En dimension 4, le the´ore`me 5.1 nous donne une expression
explicite de la fonctionnelle E4g en terme de courbures de g et de l’e´quation de ses
points critiques en termes de courbures de g et de h :
The´ore`me 1.4. Quand M est de dimension 4,
E4g (ϕ) =
∫
M
(
|δTϕ|2h +
2
3
Scal |Tϕ|2g,h − 2 Ric(Tϕ, Tϕ)
)
dvol,
ou` Scal et Ric de´signent respectivement la courbure scalaire et le tenseur de Ricci
de g et dvol la forme volume de g. Notons S l’endomorphisme de ϕ∗TN de´fini de
la manie`re suivante :
S(X) =
4∑
i=1
RhX,Tϕ(ei)
Tϕ(ei),
ou` (e1, . . . , e4) est une base orthonorme´e de TM par rapport a` g et R
h est le tenseur
de courbure de (N, h), alors l’e´quation de ses points critiques s’e´crit :
δdδTϕ+ δ
(
(
2
3
Scal−2Ric)Tϕ
)
− S(δTϕ) = 0.
QuandM est de dimension 6, la condition de C–harmonicite´ et la fonctionnelle E6g
sont explicite´es dans le the´ore`me 5.5 sous certaines conditions de courbures de nos
deux varie´te´s. Sans ces hypothe`ses, les calculs deviennent rapidement complique´s
et on est amene´ alors a` faire des hypothe`ses sur l’application, comme par exemple
regarder simplement l’identite´ (voir the´ore`me 5.6).
Si la varie´te´ de de´part est une varie´te´ d’Einstein de dimension paire quelconque,
l’expression de sa me´trique de Poincare´ est simple, la proposition 3.7 montre alors
que les applications harmoniques sont C–harmoniques et la proposition 4.6 calcule
explicitement leurs images par notre fonctionnelle. Cependant, la condition de C–
harmonicite´ reste encore complique´e a` obtenir. Quand M est dimension 4, il existe
certaines conditions de courbures sur nos deux varie´te´s, pour lesquelles les applica-
tions C–harmoniques sont alors exactement les applications harmoniques (voir la
proposition 5.3), qui sont alors exactement les applications totalement ge´ode´siques,
d’apre`s une proposition due a` Eells et Sampson dans [9]. L’identite´ est toujours une
application harmonique de (M, g) dans (M, g), ainsi elle est C–harmonique quand
M est de dimension 2. Cela n’est plus le cas en dimension supe´rieure, en dimension
4, l’identite´ est C–harmonique si et seulement si g est a` courbure constante (voir
corollaire 5.4). Ce re´sultat nous sert de point de de´part a` la construction d’une
application C–harmonique de (M, [g]) dans (N, h), qui ne soit pas trivialement
harmonique, c’est–a`–dire qui ne soit pas harmonique de (M, g) dans (N, h), pour
n’importe quelle me´trique g dans la classe conforme de g. On se donne une varie´te´
M4 munie d’une me´trique h a` courbure scalaire constante ne´gative proche d’une
me´trique d’Einstein et on regarde les applications deM dansM . On va montrer que
fixer la me´trique h dans la varie´te´ d’arrive´e et de´former judicieusement la me´trique
de la varie´te´ de de´part, permet de construire une application proche de l’identite´
qui conserve la C–harmonicite´, mais qui n’est plus harmonique, pour n’importe quel
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changement conforme de me´trique par rapport a` la varie´te´ de de´part. On obtient
le the´ore`me suivant (on pourra consulter le the´ore`me 6.1 pour avoir un e´nonce´ plus
pre´cis) :
The´ore`me 1.5. Soit (M, ge) une varie´te´ d’Einstein de dimension 4 a` courbure
scalaire ne´gative, alors pour toute me´trique h suffisamment proche de ge il existe
une application ϕ de M dans M et deux me´triques g et h proches de ge telles que :
(1) ϕ est C–harmonique de (M, [g]) dans (M,h),
(2) ϕ est non–harmonique de (M, g) dans (M,h), ∀g ∈ [g].
Quand n est impair, on a toujours une notion de me´trique de Poincare´ de (M, [g])
et les premiers termes du de´veloppement formel de la solution de notre proble`me
de Cauchy sont encore entie`rement de´termine´s pas nos conditions initiales, mais on
a plus d’obstruction sous la forme d’un terme logarithmique et donc a` priori plus
de terme covariant conforme pour construire notre fonctionnelle. De plus, le terme
constant dans le de´veloppement asymptotique de l’e´nergie d’une solution de notre
proble`me a` bord de´pend alors de la connaissance de toute la solution et plus seule-
ment de sa valeur au bord comme dans le cas pair, ce qui nous oblige a` travailler
avec des applications de´finies sur des varie´te´s asymptotiquement hyperbolique de
bord a` l’infini (M, [g]). On obtient alors comme re´sultat que le terme constant dans
le de´veloppement asymptotique de l’e´nergie d’une application asymptotiquement
harmonique d’une varie´te´ asymptotiquement hyperbolique d’Einstein (X, g+) dans
une varie´te´ riemannienne est inde´pendant du choix de la me´trique dans l’infini
conforme de (X, g+). En outre, la variation infinite´simale de cette e´nergie renor-
malise´e ne de´pend que du premier terme du de´veloppement asymptotique de la
solution qui de´pend aussi de l’inte´rieur de la varie´te´ X (voir le the´ore`me 4.4 pour
plus de de´tails).
Afin de comple´ter ces re´sultats d’existence, citons le the´ore`me obtenu re´cemment
par Biquard et Madani dans [6]. Il s’agit d’un analogue conforme en dimension
4, d’un ce´le`bre the´ore`me d’Eells et Sampson (voir [9]). Sous certaines hypothe`ses
de courbures de (M4, g) et (N, h), ils prouvent l’existence d’une application C–
harmonique dans chaque classe d’homotopie de C∞(M,N).
Cet article apporte les preuves et comple`te les re´sultats annonce´s dans la note
parue aux Comptes Rendus Mathe´matiques de l’Acade´mie des Sciences [4].
2. La me´trique de Poincare´
Soit (Xn+1, g+) une varie´te´ non–compacte, on note M le bord de son adhe´rence
et on appelle fonction ge´ode´sique de´finissant le bord de X , toute fonction r de X
ve´rifiant r = 0 sur M , r > 0 sur X et dr 6= 0 sur M . Notre me´trique g+ est dite
asymptotiquement hyperbolique (AH), s’il existe une fonction ge´ode´sique r telle
que la me´trique r2g+ se prolonge en une me´trique non–de´ge´ne´re´e sur X et si ses
courbures sectionnelles tendent vers −1 a` l’infini. Il est facile de voir que cette
dernie`re hypothe`se est e´quivalente a` |dr|r2g+ = 1 sur M , qui est une condition qui
de´pend seulement de g et pas du choix de la fonction ge´ode´sique r. La donne´e d’une
telle me´trique de´termine une classe conforme de me´trique sur le bord appele´ infini
conforme. Avec nos notations, l’infini conforme de (X, g+) est la classe conforme de
la me´trique r2g+ restreinte a` TM . Un the´ore`me de Graham ([13]) permet d’associer
a` chaque me´trique g dans l’infini conforme d’une varie´te´ AH (X, g+), une unique
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(dans un voisinage de M) fonction ge´ode´sique r ve´rifiant :
(2.1) g+ =
dr2 + gr
r2
,
ou` gr est une famille a` 1–parame`tre de me´triques sur ∂X ve´rifiant g0 = g. Ce
re´sultat est le premier pas vers une ge´ne´ralisation du mode`le du disque de Poincare´,
en vue de de´terminer une corre´lation entre la ge´ome´trie de l’inte´rieur d’une varie´te´
et la ge´ome´trie conforme de son bord. Cependant, les e´quations sont trop souples
et on rigidifie la situation en prenant une me´trique AH qui soit d’Einstein (AHE).
Fefferman et Graham ont obtenu le the´ore`me suivant :
The´ore`me 2.1 (Fefferman–Graham [11]). On se donne (X, g+) une varie´te´ AHE
de dimension n+ 1 de bord a` l’infini M , g un repre´sentant de son infini conforme
et on e´crit g+ sous la forme (2.1). Alors gr admet le de´veloppement asymptotique
en r = 0 suivant si n est pair :
(2.2) gr = g + g(2)r
2 + · · ·+ g(n−2)r
n−2 + h rn log r + g(n)r
n +O(rn+1),
et le de´veloppement suivant si n est impair :
(2.3) gr = g + g(2)r
2 + · · ·+ g(n−1)rn−1 + g(n)r
n +O(rn+1).
Ces de´veloppements sont compose´s de termes en puissance paires de r jusqu’a` l’ordre
n et un terme logarithmique h dans le cas pair qui sont uniquement de´termine´s par
des termes de courbures de g, ainsi que la trace de g(n) par rapport a` g (elle est
meˆme nulle si n est impair). De plus h ne de´pend que de la classe conforme de g.
Remarque 2.2. Le terme h dans le de´veloppement asymptotique de gr est, a` un
coefficient multiplicatif pre`s, le tenseur d’obstruction de Graham et Hirachi [15].
L’exemple de base est bien entendu le mode`le du disque de Poincare´, la sphe`re
S
n est vue comme l’infini conforme de l’espace hyperbolique Hn+1, avec gr =
1
4 (1−
r2)2gS, ou` r =
1−|x|
1+|x| et gS est la me´trique canonique de S
n. Pour les varie´te´s AHE qui
posse`de une me´trique g dans son infini conforme qui ve´rifie la condition d’Einstein
Ricg = 4λ(n− 1)g, alors on obtient :
(2.4) gr = (1− λ r
2)2g.
On appelle (X, g+) une varie´te´ de Poincare´–Einstein de (M, [g]), une varie´te´ AH
d’infini conforme (M, [g]), qui ve´rifie que g+ s’e´crive sous la forme (2.1) ou` gr admet
le meˆme de´veloppement formel que dans le the´ore`me 2.1. Ainsi une me´trique de
Poincare´–Einstein ve´rifie une condition d’Einstein asymptotique :
Ricg++n g+ = O(r
n−1 log r), si n est pair,
Ricg++n g+ = O(r
n), si n est impair.
Remarque 2.3. Le fait de de´terminer la me´trique de Poincare´–Einstein de (M, [g])
est e´quivalent a` un autre proble`me a` bord ; celui de de´terminer la me´trique ambiante
de (M, [g]). On pourra consulter a ce sujet [17] et [11].
Donnons quelques exemples de me´trique de Poincare´ en basse dimension, pour
cela de´finissons quelques tenseurs classiques de ge´ome´trie riemannienne. Soit (M, g)
une varie´te´ riemannienne de dimension n, on appelle tenseur de Schouten de g, le
tenseur Pn suivant :
(2.5) P :=
1
n− 2
Ric−
Scal
2(n− 1)(n− 2)
g,
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ou` Ric et Scal se rapportent a` g. On note W le tenseur de Weyl de g et (e1, . . . , en)
une base orthonorme´e de TM par rapport a` g, on de´finit B le tenseur de Bach de
g de la manie`re suivante :
B(X,Y ) :=
n∑
k=1
(∇ek∇ek P)(X,Y )− (∇ek∇Y P)(X, ek)− P(Wek, X Y, ek),
ou` X et Y sont deux champs de vecteurs de TM . Quand n = 2, la me´trique gr
admet le de´veloppement asymptotique suivant :
(2.6) gr = g + g(2)r
2 +O(r3) avec tr g(2) = −
1
2
Scalg,
ou` tr de´signe la trace par rapport a` g. Pour n = 4, on obtient :
(2.7) gr = g − P r
2 −
1
3
B r4 log r + g(4) r
4 +O(r5) avec tr g(4) =
1
4
(trP◦P),
on retrouve le fait que le tenseur de Bach est covariant conforme en dimension 4.
Si n = 6, alors la me´trique gr s’e´crit dans un voisinage du bord :
(2.8) gr = g − P r
2 +
(1
4
P ◦P −
1
8
B
)
r4 + h r6 log r + g(6) r
6 +O(r7).
Pour plus de de´tails sur la me´trique de Poincare´ et les applications qui en de´coulent,
on pourra consulter l’excellent livre [8].
3. Les applications conforme–harmoniques
On munit notre varie´te´ compacte Mn d’une structure conforme [g] et on note
g+ = r
−2(dr2 + gr) sa me´trique de Poincare´ de´finie sur X = M×]0, ǫ[. Il convient
de remarquer que g+ explose pour r = 0, cependant on peut quand meˆme de´finir le
laplacien pour les applications de (X, g+) sur (N, h). On se donne ϕ une application
C∞ de M dans N , notre proble`me a` bord est de de´terminer ϕ˜ une application C∞
de X dans N qui soit solution du syste`me suivant :{
ϕ˜|r=0 = ϕ
δg+T ϕ˜ = 0.
Notons pM la projection deM× [0, 1] surM , graˆce a` l’exponentielle, on va identifier
localement notre varie´te´ d’arrive´e N , avec le fibre´ (ϕ ◦ pM )
∗TN , de manie`re a` faire
un de´veloppement asymptotique sur ce fibre´. Quand la dimension de M est paire,
on obtient le the´ore`me suivant :
The´ore`me 3.1. Supposons que n soit un entier pair, on se donne (Mn, g) et (N, h)
deux varie´te´s riemanniennes et on note (X, g+) la me´trique de Poincare´ de (M, g).
On e´crit g+ sous la forme (2.1) et on se donne ϕ une application C
∞ de (M, g)
dans (N, h), alors il existe une unique section U de (ϕ ◦ pM )
∗TN modulo O(rn)
de´finie dans un voisinage de M dans X, telle que l’application ϕ˜ := (expϕ ◦ pM ) ◦U
soit solution du syste`me suivant :{
ϕ˜|r=0 = ϕ
δg+T ϕ˜ = O(rn+1 log r).
Plus pre´cise´ment, U admet le de´veloppement asymptotique en r = 0 suivant :
(3.1) U = U2 r
2 + · · ·+ Un−2 r
n−2 +Hg rn log r + Un r
n + . . . ,
ou` les premiers points de´signent des termes en puissances de r paires qui sont
entie`rement de´termine´s par ϕ et des termes de courbures de g et de h. Le terme
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Hg ne de´pend que de ϕ et de [g] et l’e´quation Hg(ϕ) = 0 est une e´quation aux
de´rive´es partielles elliptique non–line´aire d’ordre n sur des applications de (Mn, g)
dans (N, h), qui est covariante conforme par rapport a` g.
En outre, notre terme Hg(ϕ) est de la forme suivante :
Hg(ϕ) = an (δ
gd)n/2−1δgTϕ+ des de´rive´es de ϕ d’ordre infe´rieurs,
ou` an :=
(−1)n/2−1
2n−1(n/2)!(n/2−1)! et ve´rifie H
g(ϕ) = e−nωHg(ϕ) pour g = e2ωg.
Nous avons le the´ore`me suivant quand la dimension de M est impaire :
The´ore`me 3.2. Supposons que n soit impair, on se donne (Mn, g) et (N, h) deux
varie´te´s riemanniennes et on note (X, g+) la me´trique de Poincare´ de (M, g). On
e´crit g+ sous la forme (2.1) et on se donne ϕ une application C
∞ de (M, g) dans
(N, h), alors il existe une unique section U de (ϕ ◦ pM )
∗TN modulo O(rn) de´finie
dans un voisinage de M dans X, telle que l’application ϕ˜ := (expϕ ◦ pM ) ◦ U soit
solution du syste`me suivant :{
ϕ˜|r=0 = ϕ
δg+T ϕ˜ = O(rn+1).
Plus pre´cise´ment, U admet le de´veloppement asymptotique en r = 0 suivant :
(3.2) U = U2 r
2 + · · ·+ Un r
n + Un+1 r
n+1 + . . . ,
ou` les premiers points de´signent des termes en puissances de r paires qui sont
entie`rement de´termine´s par ϕ et des termes de courbures de g et de h. Le terme
Un est inde´termine´.
Nous pouvons a` pre´sent de´finir les applications conforme–harmoniques en di-
mension paire.
De´finition 3.3. Nous appelons applications conforme–harmoniques de (Mn, [g])
dans (N, h), les solutions de l’e´quation aux de´rive´es partielles covariante conforme
du the´ore`me 3.1. On parlera alors d’applications C–harmoniques, afin d’alle´ger le
texte.
Remarque 3.4. Nous aurions pu nous contenter de de´terminer la valeur sur le
bord des (n− 1) premie`res de´rive´es par rapport a` r de notre solution ϕ˜ et de notre
terme H quand n est pair. Il est facile de voir que c’est e´quivalent a` la donne´e du
de´veloppement asymptotique de U , mais il nous semble plus naturel de proce´der
comme nous avons fait, en particulier pour faire le lien avec le the´ore`me de Graham–
Zworski sur les fonctions (voir ci–dessous).
Un exemple simple d’applications C–harmoniques est de regarder quand notre
varie´te´ d’arrive´e N est e´gale a` Rm, cela revient a` travailler avec les fonctions C∞
de (X, g+). On retrouve quand n est pair, la construction de Graham et Zworski
([18]) des ope´rateurs GJMS de Graham, Jenne, Mason et Sparling ([16]) en cal-
culant directement le de´veloppement asymptotique de ϕ˜. C’est pourquoi dans le
cas ge´ne´ral, comme on ne peut pas faire de de´veloppement asymptotique sur ϕ˜,
on identifie notre varie´te´ N d’arrive´e avec le fibre´ ϕ∗TN , pour pouvoir calculer le
de´veloppement asymptotique de U . Sur les fonctions, notre the´ore`me 3.1 devient :
The´ore`me 3.5 (Graham–Zworski). Soit f une fonction C∞ de M , alors il existe
une unique fonction f˜ mod O(rn) de X ve´rifiant le syste`me suivant :
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{
f˜|r=0 = f
∆g+ f˜ = O(r
n+1 log r).
De plus, le de´veloppement asymptotique de f est pair jusqu’au terme n − 1 et il
contient un terme en rn log r qui ne de´pend que de f et de [g]. Ce terme loga-
rithmique de´finit un ope´rateur diffe´rentiel covariant conforme sur les fonctions de
(M, g) qui a pour terme principal ∆
n/2
g . Il s’agit de l’ope´rateur GJMS de rang
maximal.
Du the´ore`me pre´ce´dent et d’une formule due a` Graham dans [14] qui a e´te´
retrouve´ par Gover (voir the´ore`me 1.2 dans [12]), on obtient le corollaire suivant :
Corollaire 3.6. Soient (Mn, g) une varie´te´ d’Einstein de dimension paire et f une
fonction de M , alors f est C–harmonique sur (M, [g]) si et seulement si :
( n/2∏
j=1
(
∆g −
(n+ 2j − 2) (n− 2j)
4n (n− 1)
Scal
))
f = 0.
3.1. De´monstration du the´ore`me 3.1.
3.1.1. Quand M est de dimension paire. Soit ϕ˜ une application de (X, g+) dans
(N, h), on note ϕ sa restriction surM , on va montrer que si δg+T ϕ˜ = O(rn+1 log r),
alors l’application U := (expϕ◦pM )
−1 ◦ ϕ˜ admet le de´veloppement asymptotique
annonce´.
Par changement conforme de me´trique, on obtient pour le laplacien de ϕ˜ :
(3.3) δg+T ϕ˜ = r2
(
δgrT ϕ˜−
trgrg′r
2
∂rϕ˜−∇
h
∂rϕ˜
∂rϕ˜
)
+ r(n− 1) ∂rϕ˜,
et on obtient directement que δg+T ϕ˜ = O(r) par rapport a` la me´trique g. Pour
simplifier les notations, on pose ϕ(k) comme e´tant e´gale a` la valeur au bord de la
k–ie`me de´rive´e de ϕ˜ par rapport a` r, c’est–a`–dire
ϕ(k) :=
[
(∇h∂rϕ˜
)k−1∂rϕ˜
]
r=0
.
On a facilement les e´quivalences suivantes
δg+T ϕ˜ = O(r2)⇐⇒ [∇h∂rϕ˜
δg+T ϕ˜]r=0 = 0⇐⇒ ϕ
(1) = 0.
Comme la de´rivation ∇h∂rϕ˜
sur ϕ˜∗TN restreinte au bord ne de´pend que de la
me´trique h, de l’application ϕ et de ϕ(1) qui est nul, on peut de´terminer ϕ(k) en
fonction des conditions initiales, c’est–a`–dire notre application ϕ et des termes
de courbures de (M, g) et de (N, h). On proce`de par re´currence sur k tant que
k est strictement plus petit que n. Supposons que ϕ(k−1) soit de´termine´ par les
conditions initiales, on de´termine ϕ(k) en re´solvant l’e´quation δg+T ϕ˜ = O(rk+1)
qui est e´quivalente a`
[
(∇h∂rϕ˜
)kδg+T ϕ˜
]
r=0
= 0, c’est–a`–dire :
(3.4) (k − n)ϕ(k) = (k − 1)
[
(∇h∂rϕ˜
)k−2(δgrT ϕ˜−
trgrg′r
2
∂rϕ˜)
]
r=0
.
Comme on connaˆıt les de´rive´es d’ordre infe´rieur de ϕ˜ par hypothe`se de re´currence
et le de´veloppement asymptotique de gr pour r = 0 jusqu’au terme en r
n log r, alors
le terme de droite de (3.4) est entie`rement explicite´ par les conditions initiales, tant
que k est strictement infe´rieur a` n.
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Par exemple si k = 2 et n 6= 2, on obtient :
(3.5) ϕ(2) =
1
2− n
δgTϕ,
car la de´rive´e de gr par rapport a` r s’annule pour r = 0 (voir the´ore`me 2.1). Si k
est impair, on montre facilement par re´currence, en utilisant le fait que gr admet
un de´veloppement asymptotique pair en r = 0 jusqu’au terme n− 1, que le terme
de droite de (3.4) est nul, ainsi pour tout entier impair s compris entre 1 et n− 1,
on a :
(3.6) ϕ(s) = 0.
On verra que pour n strictement plus grand que 2, il apparaˆıt des termes de cour-
bures de (M, g) et de (N, h) de`s le terme ϕ(4) (on pourra consulter les exemples
explicites de la cinquie`me partie).
Nous allons faire maintenant notre identification entre notre section U et notre
application ϕ˜. Pour cela, on prend p un point de M , l’application exponentielle
en ϕ(p) de´termine un isomorphisme entre une petite boule Bϕ(p) de N centre´e en
ϕ(p) et un ouvert de Tϕ(p)N . On pose εp := sup({α | ∀β < α, ϕ˜(p, β) ∈ Bϕ(p)})
et U(p, r) := (expϕ(p))
−1
(
ϕ˜(p, r)
)
, pour r < εp. On a facilement que U(p, 0) =
(expϕ(p))
−1
(
ϕ(p)
)
= 0. Comme la de´rive´e de ϕ˜ par rapport a` r est nulle sur le
bord, il en est de meˆme pour la de´rive´e de U par rapport a` r. On montre ainsi
par re´currence, que les de´rive´es impaires d’ordre infe´rieur a` n de U s’annulent sur
le bord. Ainsi les termes impairs du de´veloppement asymptotique de U sont nuls
jusqu’a` l’ordre n et les termes pairs sont donne´s jusqu’a` l’ordre n−2 par les de´rive´es
de ϕ˜ par rapport a` r en r = 0, qui sont eux–meˆmes entie`rement de´termine´s par
les conditions initiales et des de´rive´s de (expϕ(p))
−1 en 0 qui sont elles–meˆmes des
expressions universelles de Rh et de ses de´rive´es. En re´sume´, le de´veloppement
asymptotique de U en r = 0 est de´ja` de la forme suivante :
U = U2 r
2 + · · ·+ Un−2 r
n−2 + · · · .
Supposons que le terme suivant du de´veloppement asymptotique soit le terme Un r
n,
alors ϕ(n) existe et (3.4) implique que
(3.7)
[
(∇h∂rϕ˜
)n−2(δgrT ϕ˜−
trgrg′r
2
∂rϕ˜)
]
r=0
= 0.
Cette e´quation n’a aucune chance d’eˆtre vraie en ge´ne´ral, c’est pourquoi on introduit
notre terme en rn log r. Le de´veloppement asymptotique en r = 0 de la de´rive´e de
ϕ˜ est ainsi la forme :
∂rϕ˜ = ϕ˜
(2) r +
1
3!
ϕ˜(4) r3 + . . .+ n H˜g(ϕ) rn−1 log r + Q˜ rn−1 + . . . ,
ou` ϕ˜(2), ϕ˜(4), . . . , H˜g(ϕ) et Q˜ de´signent le transport paralle`le le long de r → ϕ˜(r, ·)
de ϕ(2), ϕ(4), . . . , Hg(ϕ) et Q. On obtient dans ce cas la`
r2
(
∇h∂rϕ˜
∂rϕ˜
)
− r (n− 1) ∂rϕ˜ = nH
g(ϕ) rn +O(rn+1 log r),
ce qui montre qu’avec (3.3), l’e´quation δg+T ϕ˜ = O(rn+1 log r) est e´quivalente a`
l’e´galite´ suivante :
(3.8) Hg(ϕ) =
n− 1
n!
[
(∇h∂rϕ˜
)n−2(δgrT ϕ˜−
trgrg′r
2
∂rϕ˜)
]
r=0
,
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ce qui de´termine Hg(ϕ) par les conditions initiales. Notre e´quation de re´currence ne
nous permet pas d’expliciter le terme Un, il est formellement inde´termine´ et l’unicite´
de notre solution est donc bien ve´rifie´e modulo O(rn). L’existence se montre en
remarquant que l’application (p, r)→ expϕ(p)(U2 r
2 + · · ·+ Un−2 r
n +Hg rn log r)
ve´rifie par construction le syste`me du the´ore`me 3.1.
Par un raisonnement classique sur les de´veloppements asymptotiques de ce type,
on montre que Hg est un terme covariant conforme (voir [13]). Pour le calcul de la
partie principale de Hg voir la preuve de the´ore`me 4.1.
3.1.2. QuandM est de dimension impaire. Supposons maintenant que n est impair,
on a encore :
(3.9) δg+T ϕ˜ = r2
(
δgrT ϕ˜−
trgrg′r
2
∂rϕ˜−∇
h
∂rϕ˜
∂rϕ˜
)
+ r(n− 1) ∂rϕ˜.
On montre comme avant, que les de´rive´es impaires de ϕ˜ par rapport a` r d’ordre
infe´rieur a` n − 1 s’annulent sur le bord. Par contre, pour des raisons de parite´, le
terme de droite de l’e´galite´ ci–dessus ne contient pas de terme en rn et il n’y a donc
pas de terme en rn log r dans le de´veloppement asymptotique de U contrairement
au cas pre´ce´dent. Le terme en rn est inde´termine´ comme pre´ce´demment.
On vient de montrer que si ϕ˜ est une application Cn−1 de X dans N et qui
est asymptotiquement harmonique de (X, g+) dans (N, h), alors ce qu’on pourrait
appeler son de´veloppement asymptotique (en fait celui de U) est de´termine´ jusqu’au
terme rn−1 par les me´triques g et h, et la valeur de ϕ˜ sur le bord.
3.2. Exemples.
Proposition 3.7. Soient (Mn, g) une varie´te´ d’Einstein de dimension paire et
(N, h) une varie´te´ riemannienne, alors les applications harmoniques de (M, g) dans
(N, h) sont C–harmoniques.
De´monstration. Supposons que g ve´rifie Ric = 4λ(n− 1) g, alors d’apre`s la formule
(2.4), la me´trique de Poincare´ de g s’e´crit g+ = r
−2
(
dr2+(1−λ r2)2g
)
. Soit ϕ une
application harmonique de (M, g) dans (N, h), on obtient alors avec l’e´galite´ (3.4)
pour k = 1 :
ϕ(2) =
−1
n− 2
[ δT ϕ˜
(1 − λr2)2
+
2λnr
1− λr2
]
r=0
= 0.
Par re´currence, on montre ainsi que les de´rive´es paires de ϕ˜ sont nulles en r = 0 et
donc que Hg(ϕ) = 0. 
Remarque 3.8. Comme l’application identite´ d’une varie´te´ riemannienne est har-
monique, on vient donc de montrer que si la varie´te´ est Einstein, alors elle est
C–harmonique. On montrera qu’il existe des hypothe`ses plus faibles qu’eˆtre Ein-
stein pour que l’identite´ soit harmonique (voir le corollaire 5.4 pour la dimension 4
et le the´ore`me 5.6 pour la dimension 6).
3.3. Obstruction au remplissage harmonique. Pour les varie´te´s AH, on ob-
tient comme corollaire du the´ore`me 3.1 :
Corollaire 3.9. Soient (Xn+1, g+) une varie´te´ AH de dimension impaire, d’infini
conforme (M, [g]) et (N, h) une varie´te´ riemannienne, alors les applications qui
sont de classe Cn de X dans N et harmonique de (X, g+) dans (N, h), ve´rifient le
fait que leurs restrictions a` M est C–harmonique de (M, [g]) dans (N, h).
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De´monstration. Soit ϕ˜ une application Cn de X dans N et harmonique de (X, g+)
dans (N, h), alors l’application U := (expϕ˜ ◦ pM )
−1 ◦ ϕ˜ admet, d’apre`s le the´ore`me
3.1, le de´veloppement asymptotique en r = 0 suivant :
(3.10) U = U2 r
2 + · · ·+ Un−2 r
n−2 +Hg rn log r +O(rn),
or ϕ˜ est Cn sur X, donc Hg = 0 et ϕ˜|M est bien C–harmonique. 
4. L’e´nergie renormalise´e
4.1. Quand M est de dimension paire. Soient ϕ une application de (M, g) dans
(N, h) et ϕ˜ la solution donne´e par le the´ore`me 3.1 (les termes inde´termine´s de ϕ˜
n’auront aucune incidence dans la suite), on note
Eg+(ϕ˜, ρ) :=
1
2
∫
M×[ρ;ε]
|T ϕ˜|2g+,hdvolg+
l’e´nergie de ϕ˜ dans le ruban M × [ρ; ε] par rapport a` g+ et h, qui de´pend donc de
l’identification au bord via la me´trique g. En renormalisant cette e´nergie, on obtient
le the´ore`me suivant :
The´ore`me 4.1. Le de´veloppement asymptotique de E(ϕ˜, ρ) en ρ = 0 est de la
forme suivante :
Eg+(ϕ˜, ρ) = E2−n ρ
2−n + · · ·+ E−2 ρ
−2 + F log
1
ρ
+O(1),
ou` les points de´signent des termes en puissances paires de ρ de 2−n a` −2 qui sont
entie`rement de´termine´s par ϕ et des termes de courbures de g et de h.
Le terme F ne de´pend que de ϕ et de [g] et de h, on peut ainsi de´finir une
fonctionnelle invariante conforme Eg(ϕ) := −(n an)
−1 F (ϕ, g). Plus pre´cise´ment,
elle ve´rifie Eg(ϕ) = Eg(ϕ) pour tout g dans [g] et elle s’e´crit
(4.1) Eg(ϕ) =
1
2
∫
M
〈
(δgd)n/2−2δgTϕ, δgTϕ
〉
g
dvolg + . . . ,
ou` les points de suspension de´signent des inte´grales sur M de termes en de´rive´es
de ϕ d’ordre infe´rieur.
De plus, le gradient de notre fonctionnelle Eg associe´ a` g est e´gale a`
1
an
Hg,
c’est–a`–dire que quelque soit ϕ˙ ∈ Γ(ϕ∗TN), on a
dϕEg(ϕ˙) =
1
an
∫
M
〈ϕ˙,Hg〉h dvolg.
Le de´veloppement asymptotique de l’e´nergie posse`de la meˆme structure que celui
du volume d’une varie´te´ AH calcule´ par Graham dans [13], ce qui donne ainsi des
re´sultat de meˆme nature. Notre terme logarithmique F (qui est notre fonctionnelle
E) et le terme logarithmique L dans l’e´tude du volume sont ainsi des invariants
conformes. De plus, Graham et Hirachi montrent dans [15], que la variation infi-
nite´simale de L ne de´pend que du terme logarithmique h du de´veloppement de la
me´trique gr, jouant ainsi le meˆme roˆle que H par rapport a` notre fonctionnelle.
Remarque 4.2. Graham et Hirachi ont e´nonce´ ce the´ore`me en terme de Q–
courbure et de tenseur d’obstruction. En effet, a` un facteur multiplicatif, l’inte´grale
de la Q–courbure est e´gale a` L (voir Graham et Zworski dans [18]) et le tenseur
d’obstruction est e´gale a` h. On pourra e´galement consulter les travaux de Pierre
Albin ([1]) sur le sujet.
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De´monstration. On commence par montrer que l’e´nergie admet un de´veloppement
asymptotique de ce type, remarquons de´ja` que :
Eg+(ϕ˜, ρ) =
1
2
∫
M×[ρ;ε]
|T ϕ˜|2dr2+gr
rn−1
dr dvolgr .
D’apre`s les the´ore`mes 2.1 et 3.1, les de´rive´es impaires d’ordre infe´rieur a` n de gr et
de ϕ˜ s’annule pour r = 0, ainsi on a le de´veloppement asymptotique suivant :
|T ϕ˜|2dr2+grdvolgr =
(
e0 + e2 r
2 + · · ·+ en−2 r
n−2 +O(rn log r)
)
dvolg,
ce qui donne le re´sultat annonce´ et la formule suivante :
(4.2) Eg(ϕ) =
n− 1
2n! an
∫
M
∂n−2r
[
|T ϕ˜|2dr2+gr dvolgr
]
r=0
.
En effet, on a pour le terme de gauche :
Eg(ϕ) = −
1
n an
F =
1
2n an
∫
M
en−2 dvolg,
et pour le terme sous l’inte´grale a` droite :
∂n−2r
[
|T ϕ˜|2dr2+gr dvolgr
]
r=0
= (n− 2)! en−2 dvolg.
La fonctionnelle Eg : ϕ→ F est bien de´finie, car F de´pend seulement des (n−2) pre-
miers termes des de´veloppements asymptotiques de gr et de ϕ˜, qui sont de´termine´s
par les conditions initiales. L’invariance conforme de notre fonctionnelle est un
re´sultat classique de l’e´tude de ce type de de´veloppement asymptotiques (voir [13])
et d’apre`s la formule (3.4) on a ϕ(k) = − k−1n−k δ
gdϕ(k−2)+· · · , ou` les · · · repre´sentent
des termes en de´rive´es de ϕ d’ordre infe´rieurs. D’apre`s la formule (4.2), on a faci-
lement par re´currence :
Eg(ϕ) =
n− 1
n! an
∫
M
〈
dϕ(n−2), Tϕ
〉
g
dvolg + . . .
= −
(n− 1)(n− 3)
2n! an
∫
M
〈
dδgdϕ(n−4), Tϕ
〉
g
dvolg + . . .
=
∫
M
〈
(δgd)n/2−2δgTϕ, δgTϕ
〉
g
dvolg + . . . .
On va montrer que le gradient de notre fonctionnelle Eg est un terme de bord dans
une inte´gration par parties. Soit (ϕt)t∈[0,1] une famille a` 1–parame`tre d’applications
C∞ de M dans N ve´rifiant le syste`me suivant :
{
ϕ0 = ϕ[
∂tϕt
]
t=0
= ϕ˙,
alors d’apre`s le the´ore`me 3.1, pour tout t dans [0, 1], il existe une application ϕ˜t de
M × [0, ε] dans N qui ve´rifie :
{
ϕ˜t|r=0 = ϕt
δg+T ϕ˜t = O(r
n+1 log r).
On munitM×[0, ε]×[0, 1] de la me´trique γ = g++dt
2 et on pose Φ(p, r, t) := ϕ˜t(p, r)
qui est une application deM×[0, ε]×[0, 1] dans N . Son application tangente TΦ est
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donc une section du fibre´ Ω(M × [0, ε])⊗Φ∗TN , sur lequel on de´finit la connexion
∇γ,h. Comme |T ϕ˜t|
2
g+,h
= |TΦ|2γ,h − |∂tΦ|
2
h et ∇
γ,hTΦ est syme´trique, on obtient
∂tEg+(ϕ˜t, ρ) =
1
2
∂t
( ∫
M×[ρ,ε]
|T ϕ˜t|
2
g+,hdvolg+
)
=
∫
M×[ρ,ε]
(〈
∇γ,h
∂t
TΦ, TΦ
〉
γ,h
−
〈
∇h∂tΦ
(∂tΦ), ∂tΦ
〉
h
)
dvolg+
=
∫
M×[ρ,ε]
(〈
∇hTΦ(∂tΦ), TΦ
〉
γ,h
−
〈
∇hTΦ(∂tΦ), TΦ
〉
dt2,h
)
dvolg+
=
∫
M×[ρ,ε]
〈
∇hTΦ(∂tΦ), TΦ
〉
g+,h
dvolg+ ,
ce qui donne pour t = 0 :[
∂tEg+(ϕ˜t, ρ)
]
t=0
=
∫
M×[ρ,ε]
〈
∇hT ϕ˜[∂tϕ˜t]t=0, T ϕ˜
〉
g+,h
dvolg+ .
Apre`s une inte´gration par parties, on obtient que la diffe´rentielle de E est e´gale au
terme en log ρ de l’expression suivante multiplie´ par (n an)
−1 :∫
M×[ρ,ε]
〈
[∂tϕ˜t]t=0, δ
g+T ϕ˜
〉
h
dvolg+ −
∫
M
ρ−n+1
〈
[∂tϕ˜t]t=0, ∂ρϕ˜
〉
h
dvolgρ .
Comme δg+T ϕ˜ = O(rn+1 log r), [∂tϕ˜t]t=0 = O(1) et dvolg+ = O(r
−n−1), il n’y a pas
de log ρ dans la premie`re inte´grale, le terme recherche´ est donc celui en ρn−1 log ρ
de ∂ρϕ˜, qui est exactement nH
g. Ainsi, on a bien
dϕEg(ϕ˙) =
1
an
∫
M
〈ϕ˙,Hg〉h dvolg.

Remarque 4.3. On peut trouver dans la litte´rature (voir [7], [20] et les re´fe´rences
cite´es) une autre ge´ne´ralisation des applications harmoniques qui est non–conforme.
Ce sont les applications biharmoniques, qui sont de´finies comme e´tant les points
critiques de la bie´nergie :
E2g(ϕ) :=
1
2
∫
M
|δgTϕ|2h dvolg.
Quand (M, g) est conforme´ment plate, les applications C–harmoniques sont bihar-
moniques pour le bon changement conforme de me´trique.
4.2. Quand M est de dimension impaire. Soit (Xn+1, g+) une varie´te´ AHE,
on reprend les notations du the´ore`me 2.1. Notons H˜ l’espace des applications C∞
de X dans N qui ve´rifient la condition d’harmonicite´ asymptotique du the´ore`me
3.2, on va renormaliser l’e´nergie par rapport a` g+ et h, de ces applications sur la
varie´te´ compacte a` bord Xρ := {r ≥ ρ}, quand ρ est un re´el dans ]0, ε[ qui tend
vers 0. On obtient alors le the´ore`me suivant :
The´ore`me 4.4. Soit ϕ˜ ∈ H˜, alors le de´veloppement asymptotique de E(ϕ˜, ρ) en
ρ = 0 est de la forme suivante :
Eg+(ϕ˜, ρ) = E2−n ρ
2−n + · · ·+ E−1 ρ
−1 + C + o(1),
ou` les points de´signent des termes en puissances impaires de ρ de 2 − n a` −1 qui
sont entie`rement de´termine´s par ϕ˜ et des termes de courbures de g et de h.
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Le terme constant C est un invariant conforme, c’est–a`–dire que C(g, ϕ˜) =
C(g, ϕ˜) pour tout g dans [g]. De plus, sa variation infinite´simale dans H˜ ne de´pend
que du terme inde´termine´ Un du de´veloppement asymptotique de U dans le the´ore`me
3.2, et elle est donne´e par la formule suivante :
dϕ˜C(Z) = −n
∫
M
〈Z0, Un〉h dvolg,
ou` Z ∈ Γ(ϕ˜∗TN) est une de´formation infinite´simale de ϕ˜ dans H˜ et Z0 est la
restriction de Z au bord.
Remarque 4.5. Pour de´finir notre invariant conforme quand n e´tait pair, on
avait seulement besoin d’une partie du de´veloppement limite´ de gr et de ϕ˜, qui
de´pendaient exclusivement de termes de courbure de g et de la valeur de ϕ˜ sur
M , ainsi on avait une fonctionnelle parfaitement de´finie sur les applications de M
dans N . Maintenant si n est impair, on a besoin de toute la me´trique gr et de
toute l’application ϕ˜ pour avoir notre invariant conforme, ce qui fait apparaˆıtre
des termes qui sont inde´pendants du bord rendant impossible la construction d’une
fonctionnelle analogue a` celle du the´ore`me 4.1.
L’analogie entre l’e´tude du de´veloppement asymptotique de l’e´nergie et celui du
volume, de´crite dans le paragraphe pre´ce´dent se poursuit dans le cas impair. Notre
terme C joue maintenant le roˆle du volume renormalise´ V (le terme constant dans
le de´veloppement asymptotique du volume), ces termes sont inde´pendants du choix
du repre´sentant dans l’infini conforme de g+. De plus, Anderson, pour n = 3 (voir
[2]) et Albin dans le cas ge´ne´ral (voir [1]), ont montre´ que la variation infinite´simale
de V ne de´pend que du terme inde´termine´ g(n) du de´veloppement de la me´trique
gr, jouant ainsi le meˆme roˆle que Un par rapport a` C, comple´tant notre paralle`le.
De´monstration. Remarquons de´ja` que :
Eg+(ϕ˜, ρ) = Eg+(ϕ˜, ǫ) +
1
2
∫
M×[ρ;ε]
|T ϕ˜|2g+,hdvolg+
et qu’avec les the´ore`mes 2.1 et 3.2, on obtient :
|T ϕ˜|2g+,hdvolg+ = r
1−n|T ϕ˜|2dr2+gr ,hdvolgr dr
=
(
e(0) r
1−n + e(2) r
3−n + · · ·+ e(n−1) + e(n) r + . . .
)
dvolg dr,
ainsi Eg+ admet bien le de´veloppement asymptotique annonce´. La preuve de l’in-
variance conforme du terme constant est un re´sultat classique (voir [13]).
Soient (ϕ˜t)t∈[0,1] une famille a` 1–parame`tre de H˜ et Z :=
[
∂tϕ˜t
]
t=0
, on obtient,
en proce´dant comme avant, que la diffe´rentielle de F en ϕ˜ dans la direction Z est
e´gale au terme constant de l’expression suivante :∫
Xρ
〈Z, δg+T ϕ˜〉h dvolg+ −
∫
M
ρ−n+1 〈Z, ∂ρϕ˜〉h dvolgρ .
Comme Z = O(1), δg+T ϕ˜ = O(rn+1) et dvolg+ = O(r
−n−1), il n’y a pas de
terme constant dans la premie`re inte´grale. D’apre`s les the´ore`mes 3.2 et 2.1, la
de´formation Z admet un de´veloppement pair jusqu’au rang n, le terme ∂ρϕ˜ admet
un de´veloppement impair jusqu’au rang n − 2 et dvolgρ admet un de´veloppement
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pair jusqu’au rang n. Ainsi le terme recherche´ provient donc du terme en ρn−1 de
∂ρϕ˜, qui est exactement nUn ce qui donne bien :
dϕ˜C(Z) = −n
∫
M
〈Z0, Un〉h dvolg,

4.3. Exemple. La proposition suivante nous donne la valeur de notre fonctionnelle
E pour des applications harmoniques d’une varie´te´ (M, g) d’Einstein de dimension
paire dans une varie´te´ riemannienne (N, h) quelconque.
Proposition 4.6. Soient (Mn, g) une varie´te´ d’Einstein de dimension paire avec
Ricg = 4λ(n − 1) g, (N, h) une varie´te´ riemannienne et ϕ une application harmo-
nique de (M, g) dans (N, h), alors notre fonctionnelle en ϕ est e´gale a` :
Eg(ϕ) = 2
n−3λn/2−1(n− 2)!
∫
M
|Tϕ|2g,h dvolg.
Dans le cas particulier de l’identite´ de (M, g), on obtient ainsi :
Eg(idM ) = 2
n−3λn/2−1(n− 2)!n volg(M),
ou` volg(M) de´signe le volume de M par rapport a` g.
De´monstration. D’apre`s les e´galite´s (4.2) et (2.4), on a
Eg(ϕ) =
n− 1
2n! an
∫
M
[
∂n−2r
(
|T ϕ˜|2dr2+gr dvolgr
)]
r=0
=
n− 1
2n! an
∫
M
[
∂n−2r
(
(1 − λ r2)n|T ϕ˜|2dr2+gr
)]
r=0
dvolg,
comme ϕ est harmonique, on sait avec (3.7), que les de´rive´es de ϕ˜ par rapport a` r
s’annulent quand r = 0, ainsi
[
∂n−2r
(
(1− λ r2)n|T ϕ˜|2dr2+gr
)]
r=0
= (−λ)n/2−1
(
(n− 2)!
)2
(
(n/2− 1)!
)2 |Tϕ|2g,h,
ce qui donne bien pour la fonctionnelle en ϕ :
Eg(ϕ) = 2
n−3λn/2−1(n− 2)!
∫
M
|Tϕ|2g,h dvolg.

5. Etude en basses dimensions.
5.1. La dimension 4.
5.1.1. Ecriture explicite. En dimension 4, on peut expliciter facilement la fonction-
nelle du the´ore`me 4.1 et l’e´quation de ses points critiques, c’est l’objet du the´ore`me
suivant :
The´ore`me 5.1. Soient (M4, g) et (N, h) deux varie´te´s riemanniennes, la fonc-
tionnelle invariante conforme du the´ore`me 4.1 s’e´crit alors :
E4g (ϕ) =
1
2
∫
M
(
|δTϕ|2h +
2
3
Scal |Tϕ|2g,h − 2 (Ric⊗h)(Tϕ, Tϕ)
)
dvol,
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ou` δ de´signe la divergence sur le fibre´ Ω(M) × ϕ∗TN . L’e´quation de ses points
critiques est :
δdδTϕ+ δ(
2
3
Scal−2Ric)Tϕ− S(δTϕ) = 0,
ou` Ric, Scal et dvol se rapportent a` g et S est l’endomorphisme de ϕ∗TN de´fini de
la manie`re suivante :
S(X) =
4∑
i=1
RhX,Tϕ(ei)
Tϕ(ei),
ou` (e1, . . . , e4) est une base orthonorme´e de TM par rapport a` g et R
h est le tenseur
de courbure de (N, h).
Remarque 5.2. Quand on travaille avec des fonctions, l’e´quation des points cri-
tiques de E4g est tout simplement l’e´quation du noyau de l’ope´rateur de Paneitz
P4 :
P4 = ∆
2 + δ(
2
3
Scal−2Ric) d,
ou` ∆ de´signe le laplacien de g.
5.1.2. Rigidite´.
Proposition 5.3. Soient (M4, g) une varie´te´ d’Einstein de courbure scalaire posi-
tive ou nulle et (N, h) une varie´te´ riemannienne de courbure sectionnelle ne´gative
ou nulle, on se donne une application ϕ qui est C–harmonique de (M, [g]) dans
(N, h), alors
(1) l’application ϕ est totalement ge´ode´sique,
(2) si la courbure scalaire de (M, g) est strictement positive, alors l’application
ϕ est constante,
(3) si la courbure sectionnelle de (N, h) est strictement ne´gative, alors l’appli-
cation ϕ est constante ou a une ge´ode´sique comme image.
De´monstration. On va d’abord montrer que sous les hypothe`ses de la proposition,
la notion de C–harmonicite´ se confond avec celle d’harmonicite´. On sait de´ja` que
l’harmonicite´ implique la C–harmonicite´ d’apre`s le corollaire 3.7. Soit ϕ une appli-
cation C–harmonique de (M, [g]) dans (N, h), la me´trique g e´tant d’Einstein, on
a :
δdδTϕ+
1
6
Scal δTϕ− S(δTϕ) = 0.
En prenant le produit scalaire de l’e´galite´ pre´ce´dente contre δTϕ par rapport
a` g et h, on obtient avec une inte´gration par parties et en se souvenant que
〈S(δTϕ), δTϕ〉h ≤ 0 :∫
M
(
|dδTϕ|2g,h +
1
6
Scal |δTϕ|2h
)
dvol ≤ 0.
Si la courbure scalaire de g est strictement positive, alors ϕ est harmonique de (M, g)
dans (N, h). Maintenant si la courbure scalaire de g est nulle, alors dδTϕ = 0 et
dans ces conditions, le produit scalaire de dδTϕ contre Tϕ par rapport a` (g, h)
donne avec une inte´gration par parties :
0 =
∫
M
〈dδTϕ, Tϕ〉g,hdvol =
∫
M
|δTϕ|2hdvol.
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Ainsi ϕ est encore harmonique de (M, g) dans (N, h). Il suffit alors d’appliquer un
re´sultat de rigidite´ sur les applications harmoniques due a` Eells et Sampson dans
[9] pour conclure. 
D’apre`s le the´ore`me 3.7, on sait que l’identite´ sur une varie´te´ d’Einstein de
dimension paire est C–harmonique, l’objet du corollaire ci–dessous est de donner
une condition plus faible sur les varie´te´s de dimension 4 pour que l’identite´ reste
C–harmonique.
Corollaire 5.4. Soit (M4, g) une varie´te´ riemannienne, l’application identite´ de
M est C–harmonique de (M, [g]) dans (M, g) si et seulement si la courbure scalaire
de g est constante.
De´monstration. D’apre`s le the´ore`me 5.1, l’identite´ est C–harmonique si et seule-
ment si 23δ Scal−2 δRic = 0, ce qui est e´quivalent a` ce que la courbure scalaire soit
constante. 
5.1.3. De´monstration du the´ore`me 5.1. Soient (M4, g) une varie´te´ conforme et g+ =
r−2(dr2 + gr) sa me´trique de Poincare´, d’apre`s (2.7), gr s’e´crit dans un voisinage
du bord :
(5.1) gr = g +
( 1
12
Scal g −
1
2
Ric
)
r2 +O(r4 log r).
On se donne ϕ une application C∞ de M dans N et ϕ˜ l’application du the´ore`me
3.1, d’apre`s (3.4), (3.6) et (3.8), on a ϕ(1) = 0, ϕ(2) = − 12 δTϕ, ϕ
(3) = 0 et en
notant g′′ = [∂2rgr]r=0, on obtient pour le terme H
g(ϕ) :
Hg(ϕ) =
1
8
[
(∇h∂rϕ˜
)2(δgrT ϕ˜−
trgrg′r
2
∂rϕ˜)
]
r=0
=
1
8
([
(∇h∂rϕ˜
)2(δT ϕ˜)
]
r=0
+
[
(∇∂rϕ˜)
2(δgrTϕ)
]
r=0
− (tr g′′)ϕ(2)
)
.
Le premier terme se calcule avec (7.2),
[
(∇h∂rϕ˜
)2(δT ϕ˜)
]
r=0
= (δd− S)ϕ(2) = −
1
2
δdδTϕ+
1
2
S(δTϕ).
et les deuxie`me et troisie`me termes s’obtiennent avec (7.4) et (5.1) :
[
(∇h∂rϕ˜
)2(δgrTϕ)
]
r=0
− (tr g′′)ϕ(2) = −
1
3
δ(ScalTϕ) + δ(RicTϕ).
ou` δ et la trace sont pris par rapport a` g. On obtient ainsi :
Hg(ϕ) = −
1
16
(
δdδTϕ− S(δTϕ) + δ
(2
3
Scal−2Ric
)
Tϕ
)
.
D’apre`s (4.2), notre fonctionnelle E4g est e´gale a` :
E4g (ϕ) =
1
16 a4
∫
M
∂2r
[
|T ϕ˜|2dr2+gr ,hdvolgr
]
r=0
= −
∫
M
(
∂2r
[
|T ϕ˜|2dr2+gr ,h
]
r=0
−
Scal
6
|Tϕ|2g,h
)
dvol
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et on conclut en regardant le premier terme sous l’inte´grale avec (5.1) :
∂2r
[
|T ϕ˜|2dr2+gr ,h
]
r=0
= 2
〈[
(∇h∂rϕ˜
)2T ϕ˜
]
r=0
, Tϕ
〉
g,h
− |Tϕ|2g′′,h + 2 |ϕ
(2)|2h
= −
〈
dδTϕ, Tϕ
〉
g,h
+
1
2
|δTϕ|2h −
1
6
Scal |Tϕ|2g,h
+ Ric(Tϕ, Tϕ).
5.2. La dimension 6.
5.2.1. E´criture explicite. Obtenir des e´critures explicites de la condition de C–
harmonicite´ devient rapidement tre`s complique´ quand la dimension de M aug-
mente, mis a` part le cas des fonctions d’une varie´te´ d’Einstein traite´ dans le corol-
laire 3.6, les calculs deviennent rapidement pharaoniques. Toutefois en supposant
que la varie´te´ de de´part M soit de dimension 6 et que la varie´te´ d’arrive´e N soit
syme´trique, on a le re´sultat suivant :
The´ore`me 5.5. Soient (M, g) une varie´te´ d’Einstein de dimension 6 avec Ricg =
20λ g et (N, h) une varie´te´ riemannienne syme´trique, on se donne une application
ϕ qui est C∞ de M dans N . Alors ϕ est C–harmonique de (M, [g]) dans (N, h) si
et seulement si
(5.2) (δd− S+16λ )(δd− S+24λ) δTϕ− 2
6∑
i=1
RhδTϕ, Tϕ(ei)
(∇hTϕ(ei)
δTϕ) = 0.
ou` ∇h est la connexion de h sur ϕ∗TN , δ et d se rapportent a` g, et S est de´fini de
manie`re analogue a` la dimension 4 :
(5.3) S(X) =
6∑
i=1
RhX,Tϕ(ei)
Tϕ(ei),
ou` (e1, . . . , e6) est une base orthonorme´e de (M, g) et R
h est le tenseur de courbure
de (N, h).
De plus, notre fonctionnelle invariante conforme s’e´crit :
E6g (ϕ) =
1
2
∫
M
(
|dδTϕ|2g,h − 〈S(δTϕ), δTϕ〉h + 40λ |δTϕ|
2
h + 384λ
2 |Tϕ|2g,h
)
dvol.
Toutefois, quand la varie´te´ (M, g) est seulement riemannienne, on peut encore
calculer la condition de C–harmonicite´ et la valeur de notre fonctionnelle pour
l’identite´ de (M, [g]) dans (M, g), c’est l’objet du the´ore`me suivant :
The´ore`me 5.6. Soit (M, g) une varie´te´ de dimension 6, alors l’identite´ est une
application C–harmonique de (M, [g]) dans (M, g) si et seulement si :
(∆ +
5
20
Scal g −
7
4
Ric) d Scal−
5
2
tr(∇Ric Ric) + 20 δB +
5
4
d(|Ric |2) = 0,
ou` Scal, Ric et B de´signent respectivement la courbure scalaire, le tenseur de Ricci
et le tenseur de Bach de g.
De plus, notre fonctionnelle en l’identite´ est e´gale a` :
E6g (id) =
2
25
∫
M
Scal2 dvolg.
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5.2.2. De´monstration du the´ore`me 5.5. Avec les e´galite´s (3.5), (3.4) et (7.2), on
obtient ϕ(2) = − 14 δTϕ et ϕ
(4) = 38 (δd− S+8λ) δTϕ, ce qui donne avec (3.8) :
(5.4) 144Hg(ϕ) =
[
(∇h∂rϕ˜
)4δT ϕ˜
]
r=0
+ 12λ (δd− S+12λ) δTϕ.
Soit (e1, . . . , e6) une base orthonorme´e de (M, g), on obtient les deux e´galite´s sui-
vantes en intervertissant les de´rive´es par rapport a` i et r :[
(∇h∂rϕ˜
)2Tϕ(ei)
]
r=0
= ∇hTϕ(ei)
ϕ(2)
[
(∇h∂rϕ˜
)4
(
T ϕ˜(ei)
)]
r=0
= ∇hTϕ(ei)
ϕ(4) + 3Rh
ϕ(2), T ϕ˜(ei)
ϕ(2).
Inte´ressons nous au premier terme de (5.4) :
(∇h∂rϕ˜
)4δT ϕ˜ =−∇h
T ϕ˜(ei)
(∇h∂rϕ˜
)4
(
T ϕ˜(ei)
)
− (∇h∂rϕ˜
)3
(
Rh∂rϕ˜, T ϕ˜(ei)
T ϕ˜(ei)
)
− (∇h∂rϕ˜
)2
(
Rh∂rϕ˜, T ϕ˜(ei)
(
∇h∂rϕ˜
T ϕ˜(ei)
))
−∇h∂rϕ˜
(
Rh∂rϕ˜, T ϕ˜(ei)
(
(∇h∂rϕ˜
)2T ϕ˜(ei)
))
− Rh∂rϕ˜, T ϕ˜(ei)
(
(∇h∂rϕ˜
)3T ϕ˜(ei)
)
,
comme (N, h) est syme´trique et que les de´rive´es premie`re et troisie`me de ϕ˜ par
rapport a` r s’annulent sur le bord, on a avec l’identite´ de Bianchi :[
(∇h∂rϕ˜
)4δT ϕ˜
]
r=0
= (δd− S)ϕ(4) − 12Rh
ϕ(2), Tϕ(ei)
(∇h
Tϕ(ei)
ϕ(2)).
D’apre`s l’expression de ϕ(2) et ϕ(4), on obtient bien :
384Hg(ϕ) = (δd− S+16λ )(δd− S+24λ) δTϕ− 2RhδTϕ, Tϕ(ei)
(∇h
Tϕ(ei)
δTϕ),
qui est la condition de C–harmonicite´ e´nonce´e.
Nous allons calculer maintenant la fonctionnelle invariante conforme. La varie´te´
(M, g) satisfait la condition d’Einstein, alors on a gr = (1 − λ r
2)2g et avec la
formule (4.2) et les notations du the´ore`me 3.1, on obtient
E6g (ϕ) =
4
3
∫
M
[
∂4r
(
(1− λ r2)6 |T ϕ˜|2dr2+gr ,h
)]
r=0
dvolg.
D’apre`s les expressions de ϕ(2) et ϕ(4), on a :
[
∂2r (|T ϕ˜|
2
g,h)
]
r=0
= −
1
2
〈dδTϕ, Tϕ〉g,h,
[
∂4r (|T ϕ˜|
2
g,h)
]
r=0
=
3
4
〈d(δd− S+8λ)δTϕ, Tϕ〉g,h−
3
8
〈S(δTϕ), δTϕ〉h+
3
8
|dδTϕ|2g,h,
ce qui donne pour le terme sous l’inte´grale :
∂4r [(1− λ r
2)6 |T ϕ˜|2dr2+gr ,h]r=0
=
3
4
〈d(δd − S+8λ) δTϕ, Tϕ〉g,h −
3
8
〈S(δTϕ), δTϕ〉h
+
3
8
|dδTϕ|2g,h + 24λ〈dδTϕ, Tϕ〉g,h + 144λ
2 |Tϕ|2g,h
−
3
4
〈(δd− S+8λ)δTϕ, δTϕ〉h − 9λ|δTϕ|
2
h.
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On conclut en inte´grant par partie.
5.2.3. De´monstration du the´ore`me 5.6. Posons ϕ := IdM , alors ϕ
(2) = 0 d’apre`s
(3.5), ϕ(4) = 320 d Scal d’apre`s (3.4) et (7.4), et avec (3.8), on obtient :
144H =
[
(∇∂rϕ˜)
4δT ϕ˜
]
r=0
+
[
(∇∂rϕ˜)
4δgrTϕ
]
r=0
− 2 (tr g′′)ϕ(4).
Le premier terme s’exprime facilement en termes de courbures de (M, g) :
(5.5)
[
(∇∂rϕ˜)
4δgT ϕ˜
]
r=0
=
3
20
(∆− Ric) d Scal .
Comme g′′′′ = 32 g
′′◦ g′′ − 3B , le deuxie`me terme s’e´crit avec (7.4) :
[
(∇∂rϕ˜)
4δgrTϕ
]
r=0
=
3
2
δ(g′′◦ g′′) + 3 δB +
3
4
d(tr g′′◦ g′′),
or g′′ = − 12 Ric+
1
20 Scal g et δ(Ric◦Ric) = −
1
2 d Scal ◦Ric− tr(∇Ric Ric), ainsi[
(∇∂rϕ˜)
4δgrTϕ
]
r=0
= −(
9
400
Scal g +
9
80
Ric)(d Scal)−
3
8
tr(∇Ric Ric)
+ 3 δB +
3
16
d|Ric |2.(5.6)
Finalement, avec (5.5) et (5.6), on obtient :
144H =
3
20
(∆ +
5
20
Scal g −
7
4
Ric) d Scal−
3
8
tr(∇Ric Ric) + 3 δB +
3
16
d(|Ric |2),
ce qui donne l’e´quation de C–harmonicite´ annonce´e.
D’apre`s l’e´galite´ (4.2), on obtient en dimension 6 :
E6g (id) =
4
3
∫
M
[
∂4r
(
|T ϕ˜|2dr2+gr ,g dvolgr
)]
r=0
.
Comme les de´rive´es premie`res et troisie`mes de gr et ϕ˜ par rapport a` r s’annulent
pour r = 0, on obtient pour le terme sous l’inte´grale :[
∂4r (|T ϕ˜|
2
dr2+gr ,g
)
]
r=0
dvolg + 6
[
∂2r (|T ϕ˜|
2
gr ,g)∂
2
r (dvolgr )
]
r=0
+ 6
[
∂4r (dvolgr )
]
r=0
.
Le dernier terme est e´gale a`
(
3 tr g′′′′ − 9 tr g′′ ◦ g′′ + 92 (tr g
′′)2
)
dvolg et comme
tr g′′′′ = 32 tr g
′′◦ g′′, on a bien E6g (id) =
2
25
∫
M
Scal2 dvolg.
6. Un exemple d’application C–harmonique non–trivial
6.1. Situation. Nous avons de´fini une nouvelle famille d’applications entre deux
varie´te´s riemanniennes, la question qui se pose ici est de comparer cette nouvelle
notion d’harmonicite´ avec celle, de´ja` pre´existante en dimension supe´rieure.
Nous avons de´ja` vu, avec la proposition 3.7, que si la varie´te´ de de´part est une
varie´te´ d’Einstein de dimension paire, alors les applications harmoniques sont C–
harmoniques. D’autre part, il existe aussi des applications harmoniques qui ne sont
pas C–harmoniques, il suffit de prendre l’identite´ d’une varie´te´ riemannienne de
dimension 4 munie d’une me´trique a` courbure scalaire non–constante (voir le corol-
laire 5.4). Comme l’harmonicite´ n’est pas une notion qui est covariante conforme en
dimension plus grande que 2, contrairement a` la C–harmonicite´, il existe beaucoup
d’applications C–harmoniques, qui ne soient pas harmoniques.
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La question naturelle qui se pose, est donc l’existence d’une application C–
harmonique, qui ne soit pas simplement non–harmonique pour une me´trique parti-
culie`re, mais qui ne soit pas harmonique pour toute la classe conforme conside´re´e
pour la C–harmonicite´.
6.2. E´nonce´. Notre strate´gie est de partir d’une varie´te´ (M,h) de dimension 4 a`
courbure scalaire constante strictement ne´gative, on a vu que dans ce cas la`, l’iden-
tite´ est une application harmonique et C–harmonique (corollaire 5.4). On suppose
que h est proche d’une me´trique d’Einstein, on va montrer que fixer la me´trique
h dans la varie´te´ d’arrive´e et de´former judicieusement la me´trique de la varie´te´ de
de´part, permet de construire une application proche de l’identite´ qui conserve la
C–harmonicite´, mais qui n’est plus harmonique, pour n’importe quel changement
conforme petit ou grand de me´trique, par rapport a` la varie´te´ de de´part.
On note Mk,α l’espace des me´triques riemanniennes Ck,α de M , Ak,α l’espace
des applications Ck,α de M dans M et Γk,α l’espace des sections Ck,α de ϕ∗TM ,
ce sont des espaces de Banach.
On peut maintenant e´noncer notre re´sultat d’existence d’une application C–
harmonique non–triviale :
The´ore`me 6.1. Soit (M, ge) une varie´te´ d’Einstein de dimension 4 a` courbure
scalaire strictement ne´gative, alors il existe ǫ > 0 tel que, pour toute me´trique lisse
h ve´rifiant ‖h − ge‖k+4,α < ǫ, il existe ϕ une application C
∞ de M dans M et g
une me´trique C∞, telles que :
(1) ‖g − ge‖k+4,α < ǫ,
(2) ϕ est C–harmonique de (M, [g]) dans (M,h),
(3) quelque soit ω dans Ck+4,α, ϕ n’est pas harmonique de (M, e2ωg) dans
(M,h).
La de´monstration du the´ore`me se fait en quatre e´tapes.
(1) On prouve graˆce au the´ore`me des fonctions implicites, que pour n’importe
quelle me´trique g suffisamment proche de h, il existe une unique application
ϕ(g) qui soit a` la fois proche de l’identite´ et C–harmonique de (M, [g]) dans
(M,h) (lemme 6.2).
(2) Graˆce encore au the´ore`me des fonctions implicites, on montre que pour
n’importe quelle me´trique g suffisamment proche de h, il existe un unique
changement conforme ω(g) qui soit a` la fois petit et qui soit solution d’une
e´quation plus faible que l’harmonicite´ de ϕ(g) de (M, e2ωg) dans (M,h)
(lemme 6.3).
(3) On construit une telle me´trique g de fac¸on a` ce que l’application ϕ(g) ne
soit pas harmonique de (M, e2ωg) dans (M,h), pour de petits changements
conforme ω.
(4) On montre finalement avec le lemme 6.4, que cette application ϕ(g) n’est
pas non plus harmonique de (M, e2ωg) dans (M,h), pour de grands chan-
gements conforme ω.
6.3. De´monstration du the´ore`me 6.1.
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6.3.1. De´formation de l’e´quation de conforme–harmonicite´. Nous allons montrer
comment obtenir des applications C–harmoniques qui sont proches de l’identite´,
quand on se place suffisamment pre`s d’une me´trique d’Einstein a` courbure scalaire
ne´gative.
Soient g et h deux me´triques dans Mk+3,α et ϕ dans Ak+4,α, on note :
P4(ϕ, g, h) := δdδTϕ+ δ(
2
3
Scalg −2Ricg)Tϕ− Sh(δTϕ),
ainsi P4(ϕ, g, h) = 0 est la condition de C–harmonicite´ de ϕ entre (M, [g]) et (M,h)
et P4 s’interpre`te comme une ge´ne´ralisation de l’ope´rateur de Paneitz aux applica-
tions de (M, g) dans (N, h).
On veut construire des applications C–harmoniques proches de l’identite´ en fai-
sant varier la me´trique g. Le lemme suivant nous donne l’existence d’un ope´rateur
qui permet d’associer a` chaque me´trique g proche d’une me´trique h particulie`re,
l’unique application qui va eˆtre a` la fois proche de l’identite´ et C–harmonique. Pour
alle´ger les notations, on notera ϕ cet ope´rateur.
Lemme 6.2. On se donne ge une me´trique d’Einstein a` courbure scalaire stricte-
ment ne´gative, alors le proble`me implicite
P4(ϕ(g), g, h) = 0
admet une unique solution locale.
Il existe un voisinage Ve de ge dans M
k+3,α, un voisinage Vid de idM dans
Ak+4,α, un ope´rateur ϕ continue qui de Ve dans Vid qui de´pend continument de h,
et tel que pour tout (ψ, g, h) ∈ Vid × V
2
e , on a P
4(ϕ(g), g, h) = 0 si et seulement si
ψ = ϕ(g).
De´monstration. L’ope´rateur P4 est continue de Ak+4,α(M)×
(
Mk+3,α(M)
)2
dans
Γk,α(M) et s’annule en (id, ge, ge). On obtient avec (7.5) pour sa diffe´rentielle par
rapport aux applications au point (id, ge, ge) dans la direction ϕ˙ :
(6.1)
∂ P4
∂ϕ
(ϕ˙) = (δd−
Scale
12
)(δd−
Scale
4
) ϕ˙,
ou` Scale est la courbure scalaire de ge. Comme celle–ci elle strictement ne´gative,
alors ∂ P
4
∂ϕ est inversible et on applique le the´ore`me des fonctions implicites. 
6.3.2. Controˆle local du changement conforme. Nous allons montrer qu’on controˆle
le seul changement conforme local, qui puisse rendre harmonique notre application
C–harmonique pre´ce´demment construite.
Soient ϕ une application Ak+4,α et ω une fonction Ck+3,α, on de´signe par
P2(ω, ϕ, g, h) le laplacien de ϕ de (M, e2ωg) dans (M,h), on obtient facilement
avec l’e´galite´ de Bianchi :
P4(ϕ, g, h) = (δd+
2
3
Scalg − Sh) P2(0, ϕ, g, h) +
1
3
〈d Scalg, Tϕ〉+ 2〈Ricg,∇Tϕ〉.
Pour controˆler localement le changement conforme, on utilise encore une fois le
the´ore`me des fonctions implicites, mais si on l’applique directement a` P4, la cour-
bure de M va eˆtre incompatible avec les hypothe`ses du lemme 6.2. On ajoute alors
un terme correctif Q a` P4 qui va nous permettre d’utiliser le the´ore`me des fonctions
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implicites avec les bonnes conditions de courbures. Soit g = e2ωg, on pose :
Q(ω, ϕ, g, h) := P4(ϕ, g, h)− (δgd− Sh) P2(ω, ϕ, g, h)
=
2
3
Scalg P2(ω, ϕ, g, h) +
1
3
〈d Scalg, Tϕ〉g + 2〈Ric
g,∇gTϕ〉g,
ainsi Q est un ope´rateur de degre´ 3 en ω, d’ordre 2 en ϕ, d’ordre 3 en g et d’ordre
1 en h. Le fait qu’une application ϕ soit harmonique de (M, g) dans (M,h) et
C–harmonique de (M, [g]) dans (M,h) est donc e´quivalent au syste`me suivant :{
Q(ω, ϕ, g, h) = 0,
P2(ω, ϕ, g, h) = 0.
Soit g et h deux me´triques dans Ve, on va s’inte´resser aux changements conformes
ω qui ve´rifient la sous–condition d’harmonicite´ suivante :
(6.2) δ P2(ω, ϕ(g), g, h) = 0,
ou` δ de´signe la divergence par rapport a` g. Le lemme suivant nous donne l’existence
d’un ope´rateur qui permet d’associer pour chaque me´trique g proche de h, l’unique
changement conforme a` une constante pre`s, qui va eˆtre a` la fois proche de 0 et
solution de (6.2). On peut remarquer que l’on aurait pu travailler avec la condition
δQ(ω, ϕ(g), g, h) = 0, qui est aussi naturelle et qui donne les meˆmes re´sultats. On
note ω cet ope´rateur, qui controˆle donc localement le changement conforme, dans
le sens ou` si l’application ϕ(g) est harmonique pour un petit changement conforme
de g, alors ne´cessairement ce changement conforme sera e´gale a` ω(g).
Lemme 6.3. On se donne ge une me´trique d’Einstein a` courbure scalaire stricte-
ment ne´gative, alors le proble`me implicite
δP2(ω(g), ϕ(g), g, h) = 0
admet une unique solution locale.
Il existe un voisinage V ′e ⊂ Ve de ge dans M
k+4,α, un voisinage V0 de la fonc-
tion nulle dans Ck+4,α, un ope´rateur ω continue de V ′e dans V0 qui de´pend conti-
nument de h, et tel que pour tout (Ω, g, h) ∈ V0 × (V
′
e )
2 avec
∫
M Ω = 0, on a
δP2
(
Ω, ϕ(g), g, h) = 0 si et seulement si Ω = ω(g).
De´monstration. Comme δP2
(
ω+cste, ϕ, g, h) = 0 est e´quivalent a` δP 2
(
ω, ϕ, g, h) =
0, le controˆle de ω se fait a` une constante pre`s, qu’on fixe en imposant que l’inte´grale
du changement conforme soit nulle sur M par rapport a` g. Au point (0, id, ge, ge),
l’ope´rateur δ P2 s’annule et sa diffe´rentielle par rapport aux changements conformes
qui sont d’inte´grale nulle sur M par rapport a` ge est inversible. En effet, on obtient
dans la direction ω˙ et au point (0, id, ge, ge) :
∂δP2
∂ω
(ω˙) = −2∆eω˙.
On conclut en appliquant le the´ore`me des fonctions implicites. 
Le seul changement conforme local qui puisse rendre notre application ϕ(g) har-
monique est maintenant controˆle´ par notre application ω.
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6.3.3. Construction de notre contre–exemple. Nous savons maintenant controˆler le
seul changement conforme local qui pourrait rendre harmonique notre application
C–harmonique pre´ce´demment construite en de´formant la me´trique de de´part. On
va montrer ici que les e´quations sont trop rigides, c’est–a`–dire qu’il existe au moins
une de´formation pour laquelle l’application et le changement conforme qui lui sont
associe´s ne ve´rifient pas la condition d’harmonicite´.
Soit Q˜ l’ope´rateur de´fini de Mk+4 dans Γk+1,α de la fac¸on suivante,
(6.3) Q˜(g) := Q(ω(g), ϕ(g), g, h),
ou` g est une me´trique de V ′e , on se donne g˙ dans S
2TM et (gt)t∈[0,1] une famille de
me´triques de W ve´rifiant le syste`me suivant :{
g0 = h[
∂tgt
]
t=0
= g˙,
nous allons montrer que si l’on choisit bien g˙, il existe s dans [0, 1] tel que la
me´trique gs n’annule pas Q˜. Pour cela, on va calculer la diffe´rentielle exte´rieure de
la variation infinite´simale de Q˜ dans la direction g˙ au point (0, id, h, h) et montrer
que celle–ci est non–nulle. Commenc¸ons par calculer la variation infinite´simale de
Q au point (0, id, h, h), on obtient dans la direction ω˙ :
∂Q
∂ω
(ω˙) = 2 d∆ω˙ − 4Ric dω˙,
dans la direction ϕ˙ avec les formules (7.2) et (7.1) :
∂Q
∂ϕ
(ϕ˙) =
2
3
Scal(δd− Ric) ϕ˙+ 2 〈Ric,∇dϕ˙+Rϕ˙, . .〉,
et dans la direction g˙ avec les formules (7.4), (7.3) et [5, 1.174.e)] :
∂Q
∂g
(g˙) = −
1
3
Scal(2 δg˙+d tr g˙)+
1
3
(
d∆(tr g˙)+dδδg˙−d〈Ric, g˙〉
)
−〈Ric, 2 δ∗g˙−∇g˙〉,
ou` les termes Scal,Ric, δ,∆ ainsi que les traces et les produits scalaires sont donne´s
par rapport a` h, et δ∗ de´signe l’adjoint de la divergence δ. Ce qui donne pour la
variation infinite´simale de Q˜ au point h dans la direction g˙ :
ThQ˜(g˙) =2 d∆Tω(g˙)− 4Ric d Tω(g˙) +
2
3
Scal (δd− S)Tϕ(g˙)
+ 2
〈
Ric,∇d Tϕ(g˙) + RTϕ(g˙), . .
〉
−
1
3
Scal (2 δg˙ + d tr g˙)
+
1
3
(
d∆(tr g˙) + dδδg˙ − d〈Ric, g˙〉
)
− 〈Ric, 2 δ∗g˙ −∇g˙〉,
comme Tω et Tϕ sont respectivement d’ordre 0 et −1 en g˙, alors T Q˜ est donc
d’ordre 3 en g˙. On calcule sa diffe´rentielle exte´rieure, qu’on note d T Q˜(g˙), pour
supprimer les termes d’ordre 2 et 3, il ne restera que les termes d’ordre 1 (qui
seront des termes d’ordre 2 dans la diffe´rentielle exte´rieure) :
(6.4) d T Q˜(g˙) = A(g˙) +B(g˙) + C(g˙) + des termes d’ordre infe´rieurs,
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avec
A(g˙) = − 4 d
(
Ric d Tω(g˙)
)
,
B(g˙) = d〈Ric, 2∇d Tϕ(g˙)− 2 δ∗g˙ +∇g˙〉,
C(g˙) =
2
3
Scal d
(
δd Tϕ(g˙)− δg˙
)
.
On va prouver que d T Q˜ n’est pas trivialement nul en montrant que son symbole
n’est pas nul dans une certaine direction. Pour cela, on calcule le symbole de Tϕ
et de Tω, on obtient au point (id, h, h) avec les formules (7.5) et (7.6) :
σTϕ(X) =
1
|X |2
g˙(X)−
tr g˙
6|X |2
X −
g˙(X,X)
3|X |4
X
et ensuite au point (0, id, h, h) :
σTω(X) = −
1
6
(
tr g˙ −
g˙(X,X)
|X |2
)
.
On remarque que les symboles de A et B sont d’ordre 2 si la me´trique h n’est pas
Einstein et que celui de C est d’ordre infe´rieur, plus pre´cise´ment on a :
σA(X) =
2
3
(
tr g˙ −
g˙(X,X)
|X |2
)
X ∧Ric(X),
σB(X) =
2Ric(X,X)
|X |2
X ∧ g˙(X)− 2X ∧ g˙(Ric(X)).
Comme la me´trique h ne satisfait pas la condition d’Einstein, il existe Y , Z dans
TM et α un nombre re´el tels que |Y |2h = 1, Ric(Y ) = αY + Z et h(Y, Z) = 0. Soit
g˙ une de´formation qui ve´rifie tr g˙ = 0, g˙(Y ) = Y et g˙(Z) = Z, alors le symbole de
d T Q˜ est non nul, puisque
σd TQ˜(Y ) = σA(Y ) + σB(Y ) = −
8
3
Y ∧ Z.
Cela implique que T Q˜ n’est pas nul dans la direction g˙, or Q˜(g0) = Q˜(h) = 0,
donc il existe gs telle que Q˜(gs) ne soit pas nul, ce qui prouve que ϕ(gs) n’est pas
harmonique pour aucun petit changement conforme a` gs.
6.3.4. Le changement conforme est local. Supposons que ϕ(g) est harmonique de
(M, e2fg) dans (M,h), alors on va montrer que si g est suffisamment proche de h,
alors on peut supposer que f est petit.
Lemme 6.4. Quelque soit λ > 0, il existe un re´el µ strictement positif qui ve´rifie
la proprie´te´ suivante ; quelque soit la me´trique g ve´rifiant ‖g − h‖k+4,α < µ, alors
s’il existe une fonction f de classe Ck+4,α qui satisfait
P2(ϕ(g), e2fg, h) = 0,
alors il existe une fonction ω de classe Ck+4,α qui satisfait
P2(ϕ(g), e2ωg, h) = 0 et ‖ω‖k+4,α < λ.
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De´monstration. Soit λ > 0 et f une fonction Ck+4,α, par continuite´ il existe µ > 0
tel que pour toute me´trique g ve´rifiant ‖g − h‖k+4,α < µ, alors
‖df‖k+3,α − ‖〈df, Tϕ(g)〉g‖k+3,α ≤
λ
2
(
diam(M) + 1
)
‖P2(ϕ(g), g, h)‖k+3,α ≤
λ
diam(M) + 1
,
Si f ve´rifie la condition du lemme alors P2(ϕ(g), g, h) = 2 〈df, Tϕ(g)〉g, et on obtient
avec ce qui pre´ce`de :
‖df‖k+3,α ≤
λ
diam(M) + 1
.
Fixons x0 un point de M et posons ω := f − f(x0), d’apre`s les ine´galite´s des
accroissements finis, on a :
‖ω‖∞ ≤ diam(M) ‖dω‖k+3,α.
D’autre part, ‖ω‖k+4,α = ‖ω‖∞ + ‖dω‖k+3,α, ainsi on obtient
‖ω‖k+4,α ≤
(
1 + diam(M)
)
‖dω‖k+3,α,
ce qui cloˆt la preuve, vu que df = dω et que P2(ϕ(g), e2ωg, h) = 0. 
6.3.5. Conclusion. On reprend les notations du lemme 6.3. On a un voisinage V ′e
de ge dans M
k+4,α et un voisinage V0 de la fonction nulle dans C
k+4,α. Il existe
alors deux nombres re´els λ et R, strictement positifs, et tels que la boule Bλ dans
Ck+4,α de centre la fonction nulle et de rayon λ et la boule BR dans M
k+4,α de
centre ge et de rayon R ve´rifient ω(BR) ⊂ Bλ ⊂ V0. Soit ε < R un nombre re´el
strictement positif et h une me´trique fixe´e de V ′e , non Einstein, de courbure scalaire
constante e´gale a` celle de ge et vrifiant
‖h− ge‖k+4,α <
ε
2
.
On se donne une me´trique g qui ve´rifie ‖g − h‖k+4,α < min(µ, ǫ/2), ou` µ est
de´fini par le lemme 6.4 et on suppose qu’il existe un changement conforme f tel
que l’application ϕ(g) est harmonique de (M, e2fg) dans (N, h). La me´trique g
ve´rifie
‖g − ge‖k+4,α < ‖g − h‖k+4,α + ‖h− ge‖k+4,α < ε
et comme ‖g−h‖k+4,α < µ, alors le changement conforme ω du lemme 6.4 est dans
Bλ. De plus la me´trique g est dans BR, alors ω = ω(g) a` une constante pre`s d’apre`s
le lemme 6.3. On vient donc de montrer que pour de telles me´triques g, le proble`me
global se re´sume au proble`me local.
7. Formules de variations au premier ordre
Dans la suite on utilisera la convention suivante ; on va indicer par h les termes
qui se re´fe`rent a` h et ne rien mettre pour ceux qui se re´fe`rent a` g.
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Proposition 7.1. Avec les notations pre´ce´dentes, on obtient pour les de´formations
infinite´simales par rapport aux applications au point (0, ϕ, g, h) :
∂∇T
∂ϕ
(ϕ˙) = ∇dϕ˙ +Rhϕ˙, Tϕ Tϕ(7.1)
∂ P2
∂ϕ
(ϕ˙) = (δd− Sh)(ϕ˙),(7.2)
et par rapport a` la me´trique de de´part au point (0, ϕ, g, h) :
∂∇Tϕ
∂g
(g˙) = −〈Tϕ, δ∗g˙ −
1
2
∇g˙〉(7.3)
∂ P2
∂g
(g˙) = −δ
(
g˙ (Tϕ)
)
−
1
2
〈d tr g˙, Tϕ〉,(7.4)
ou` δ∗g˙ est de´fini de la manie`re suivante :
δ∗g˙(X,Y, Z) :=
1
2
(
∇Xg˙(Y, Z) +∇Y g˙(X,Z)
)
.
De´monstration. On note (ϕt)t∈[0,1] une famille a` 1–parame`tre d’applications de M
dans N , ve´rifiant le syste`me suivant :{
ϕ0 = ϕ[
∂tϕt
]
t=0
= ϕ˙.
On munit M × [0, 1] de la me´trique γ = g + dt2 et on pose Φ l’application de
M × [0, 1] dans N de´finie par Φ(p, t) = ϕt(p), ∀(p, t) ∈ M × [0, 1]. On note ∇
γ,h la
connexion de Levi–Civita du fibre´ Ω(M)⊗ Φ∗TN et on se donne deux vecteurs X
et Y de TM , alors :
∇h∂tϕt
(
(∇γ,hX Tϕt)Y
)
= ∇h
Tϕt(X)
(
(∇γ,h
∂t
Tϕt)Y
)
+Rh∂tϕt, Tϕt(X)
Tϕt(Y )−∇
h
∂tϕt
(
Tϕt(∇
g
X
Y )
)
= ∇hTϕt(X)
(
(∇γ,hY Tϕt)∂t
)
+Rh∂tϕt, Tϕt(X)
Tϕt(Y )−∇
h
∂tϕt
(
Tϕt(∇
g
XY )
)
,
ce qui donne bien les deux premie`res e´galite´s. Les deux dernie`res se montrent au
moyen de la formule [5, 1.174.a)]. 
Proposition 7.2. Avec les notations pre´ce´dentes, n = 4 et en supposant que la
courbure scalaire de h est constante, on obtient au point (id, h, h) :
∂ P4
∂ϕ
(ϕ˙) =(δd+
2
3
Scal−Ric) (δd− Ric) ϕ˙+ 2 〈Ric,∇dϕ˙ +Rϕ˙, Tϕ Tϕ〉(7.5)
∂ P4
∂g
(g˙) =− (δd+
2
3
Scal−Ric)(δg˙ +
1
2
d tr g˙) +
1
3
(d∆tr g˙ + dδδg˙)
−
1
3
d〈Ric, g˙〉 − 〈Ric, 2 δ∗g˙ −∇g˙〉.(7.6)
De´monstration. Avec l’identite´ de Bianchi, on obtient
P4(ϕ, g, h) = (δd+
2
3
Scal− Sh) P2(0, ϕ, g, h) +
1
3
〈d Scal, Tϕ〉g + 2〈Ric,∇Tϕ〉g,
on montre alors facilement la premie`re e´galite´ avec (7.2) et (7.1), et la deuxie`me
avec (7.4), ([5, 1.174.e)]) et (7.3). 
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